Logique et Fondements de |'Informatique

L'ére des Assistants de Preuve

Introduction

Lecon 1

Introduction Logique et Fondements de I'Informatique

Legon 1

1/14



Qu'est-ce qu'un Assistant de Preuve?

@ L’humain fournit les idées (spécification, argumentation).
@ La machine vérifie rigoureusement chaque étape de déduction.
@ Aucun saut logique n'est toléreé.
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Une bréve histoire de la mécanisation

@ 1968 - Automath : N.G. de Bruijn aux Pays-Bas. Premiére tentative de vérifier des
mathématiques par ordinateur.

@ 1972 - LCF : Robin Milner invente le concept de "Tactiques" pour faciliter la
construction a la fois automatique et interactive des preuves.

@ 1984 - Calcul des Constructions : Thierry Coquand et Gérard Huet (Inria).
e 1989 - Coq (aujourd’hui Rocq) : Naissance du systéme que nous allons utiliser.

@ Aujourd’hui : Rocq, Lean, Agda, Isabelle/HOL (et d'autres moins connus/plus spécialisés).
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Le pont théorique : Curry-Howard

Propositions = Types
Preuves = Programmes

@ Théorie de la démonstration «+— Théorie des types

@ Prouver un théoréme, c’est écrire un programme (un A-terme) qui "compile" avec le type
de ce théoréme.
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Un raz-de-marée en Mathématiques

e Vérification de I'état de I'art :
» 2005 - Théoréeme des Quatre Couleurs : Preuve formelle en Rocq par Georges
Gonthier [5].
» 2014 - Conjecture de Kepler : Projet Flyspeck (Isabelle/HOL Light) par Thomas Hales [6].
» 2021 - Liquid Tensor Experiment : Peter Scholze (Médaille Fields) fait vérifier son propre
théoréme par la communauté Lean [7].
@ Machine Learning & IA :
» 2024 - AlphaProof : Médaille d’argent (avec AlphaProof) aux Olympiades Internationales

de Mathématiques [8].
» 2026 - Mathlib & Conjectures d’Erdés : Résolution automatisée de problémes ouverts via

Lean par des startups et des mathématiciens [9].
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Industrie et Méthodes Formelles

Comment s'assurer qu'un systéme critique (avion, métro,
nucléaire) n'a aucun bug? Les tests ne suffisent pas.

e CompCert [1] : Compilateur C certifié en Rocq (0
bug de compilation mathématiquement garanti).

@ sel4 [2] : Noyau de systéme d'exploitation sécurisé
et prouvé formellement dans Isabelle.

e Ligne 14 du Métro Parisien [3] : Développement
des pilotes automatiques (projet METEOR) avec 0
bug détecté a 'aide de la Méthode B.

e Signal & Protocole MLS [4] : Le protocole de
messagerie de groupe utilisé par Signal a été certifié
par preuves formelles automatisées.
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Applications en philosophie analytique

La formalisation permet de débusquer les prémisses cachées, les contradictions, et de
désambiguiser les concepts :

e Métaphysique : Formalisation par Zalta des "objets abstraits" via la logique
computationnelle dans Isabelle/HOL [10].

e Théologie : Vérification formelle par ordinateur des arguments ontologiques (Anselme,
variante modale de Godel) [11].

e Ethique classique : Tentatives de mécanisation de I' Ethique de Spinoza (écrite
initialement more geometrico) en Coq [12].
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Plan du Cours (6 semaines)

Semaine 1 :
Semaine 2 :
Semaine 3 :
Semaine 4 :
Semaine 5 :

Semaine 6 :

Introduction

Du A-calcul a Rocq

Logique propositionnelle, intuitionniste, classique
Epistémologie des types de données

Logique des prédicats et égalité

Programmation fonctionnelle et types inductifs

Vérification de programmes et fiabilité de I'lA
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Au menu aujourd’hui : Anatomie de Rocq

Rocq est composé de 3 niveaux de langage :

© Le Vernaculaire : Les commandes pour "parler" au systéme (Section, Definition,
Lemma).

@ Gallina : Le langage fonctionnel pur (A-calcul) ot vivent les termes et les types. L'artefact
final de vérité.

© Ltac : Le langage de "Tactiques" (intros, apply). Un méta-langage interactif pour aider
I'humain a construire le terme Gallina étape par étape.
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