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Logique Constructive et Interprétation BHK

Fondements de Rocq :
o Calcul des Constructions Inductives (ColC)
o Extension du A-calcul

e Logique constructive (intuitionniste)

L’interprétation BHK (1930) :
@ Brouwer-Heyting-Kolmogorov

@ Sémantique computationnelle

L.E.J. Brouwer, A. Heyting, A. Kolmogorov
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Rappel : Implication (—)

Introduction : Elimination

NNA-B N N-A—B THA
rN-A— B =B
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Rappel : Implication (—)

Introduction (Abstraction) : Elimination (Application) :
Nx:AFM:B rN-M:A—-B ITFN:A
—1 —E
MN=XxxM:A— B r'-=M~N:B
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Implication : Elimination des détours

Principe de détours :
Introduire puis éliminer immédiatement est redondant.

F,X:A.}—M:B

R :
MFAx.M:A— B rEN:A :
R :

M (Ax.M) N:B > T[+M[N/x:B

@ Substituer la preuve u partout ol I'hypothése x était requise dans t.

e Correspond exactement a la -réduction du A-calcul (semaine 2).
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Conjonction (A)

Introduction

rN-A TrrB

rN-AAB

Pablo Donato

Eliminations 1 & 2

rN-AAB rN-AAB
r=A =B
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Conjonction (A)

Introduction (Paire) : Eliminations 1 & 2 (Projections) :

IFM:ATEN:B F-M:AAB T-M:AAB

Al
- NE NE:
FH(M,N):ANB M-mM:A " TFmM:B
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Conjonction : Elimination des détours

Principe de détours (-réduction étendue) :
Introduire puis éliminer immédiatement est redondant.

Détour 1 : Détour 2 :
r’kM:ATFN:B Fr’-M:ATFN:B
FI—(M,N):A/\B/\ : r=(M,N):AAB :
Mrem(M,N): A 1>FFM:A e mm(M,N): B 2>FI—N:B
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Disjonction (V)

Introduction 1 & 2 :
Nr-=A r-B

Vi V
r-AvB AV B

)

Elimination

rN-AvB INAEC InhBEC
VE
N=¢C
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Disjonction (V)

Introduction 1 & 2 (Injections) :

rEmMiA rem-8
r-uM:-AVB ' THuLM:AVB

)

Elimination (Raisonnement par cas) :

r’-mM:AvB T')x:AFN:C Iy:BEP:C
= match M with ;;x = N |10y = Pend: C
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Disjonction : Elimination des détours

Détour 1 (le cas de gauche) :

FI—M:A y : :
FM=uM:AvB MNx:AFN:C INy:BFP:C

h

[+ match (1M with ty3x = N | 1oy = Pend: C

Détour 2 (le cas de droite) :

r-m:8 : :
MN=wuM:AVB 2 x:AFN:C Ty:BFP:C

[+ match (oM with 13x = N | 1oy = Pend: C
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L'Absurdité (L)

Introduction :
Aucune régle d'introduction. Elimination
MNe= 1

En constructivisme, L est défini comme le type rEA

vide (zéro constructeur).
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L'Absurdité (L)

Introduction :

Aucune régle d'introduction. Elimination (Principe d’explosion) :

r=M: L
I+ abort(M) : A

1E

En constructivisme, L est défini comme le type
vide (zéro constructeur).
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La Négation (—)

La négation n’est pas primitive.

Définition :
A= A— L

@ Prouver —A, c'est fournir une fonction qui transforme une preuve hypothétique de A en
contradiction.

@ En Rocq : not A n'est qu'un “sucre syntaxique” pour A -> False.
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Syntheése : Batir avec Rocq

@ Constructivisme concret : Chaque connecteur posséde une structure de données ou de
contréle associée.
e Syntaxe Rocq (live) :
» A — Paire (split, destruct)
» V — Type "somme" (left, right, destruct)
» | — Type False sans habitant (exfalso)
» — — Fonction retournant False

Passons maintenant a la pratique sur jsCoq !
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